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Приемы решения тригонометрических уравнений
Содержательно-методическая линия уравнений является в школьном курсе математики одной из ведущих. В каждом классе учащиеся решают уравнения, пополняют запас как видов, так и методов их решения. (Классификация видов в Приложении 2) Но очень часто у школьников не складывается цельного представления о методической концепции решения уравнений, об основных методах решения уравнений. Многие думают, что существует отдельная теория решения логарифмических, тригонометрических уравнений и т. д. Целью данного параграфа является попытка обобщить и систематизировать тригонометрические уравнения с точки зрения приемов их решения. Показать возможность применения ранее использованных приемов решения уравнений в преломлении к  уравнениям тригонометрическим [22].
Попробуем рассмотреть основные приемы решения тригонометрических уравнений и неравенств, встречающихся в ЕГЭ.
Решение тригонометрических уравнений любой степени сложности в итоге сводится к решению простейших тригонометрических уравнений вида sin x=a, cos x=a, tg x=a. Уравнение вида ctg x=a можно свести к решению  уравнения tg x=a. Однако, прежде, чем прийти к простейшему уравнению необходимо применить один или несколько приемов, которые рассмотрим далее.
1. Разложение на множители.


Сущность метода состоит в следующем. Пусть нужно решить уравнение  Р(х)=0, где Р(х) – многочлен степени n>2. Предположим, что нам удалось разложить многочлен на множители: Р(х)=Р1(х) Р2(х)….Рk(х), где Р1(х), Р2(х), Рk(х) – многочлены более низкой степени, чем n. Тогда уравнение Р(х)=0 примет вид  Р1(х) Р2(х)….Рk(х)=0
и равносильно совокупности уравнений Р1(х)=0;  Р2(х)=0;…..; Рk(х)=0.[24]

Пример      
2. Введение новой переменной

Пусть тригонометрическое уравнение имеет вид f(sinx)=0, где f – некоторая алгебраическая функция. Тогда подстановкой sinx=z оно сводится к алгебраическому уравнению f(z)=0. Пусть z1, z2,…,zn – такие корни жтого уравнения, для которых |zn|. Тогда уравнение f(sinx)=0 равносильно совокупности уравнений:
sinx=z1,   sinx=z2,……, sinx=zn.
Аналоничнао рнешаются уравнения вида f(cosx)=0, f(tgx)=0, f(ctgx)=0.
Часто перед выполнением подстановки приходится делать те или иные тождественные преобразования. Если в уравнение входят тригонометрические функции одного и того же аргумента, то надо выразить все жти функции через одну из них, например через sinx, а потом подстановкой sinx=z свести это уравнение к алгебраическому.[24]
Пример







3. Применение формул сложения
При решении тригонометрических уравнений этим методом используют формулы сложения (Приложение 3)
Пример










4. Решение однородных тригонометрических уравнений
В некоторых случаях тригонометрические уравнения вида R(cosx, sinx)=0 можно свести к алгебраическим уравнениям относительно tgx. Такие уравнения характеризуются следующим свойством: они не меняются при одновременной замене cosx на –cosx и sinx на  -sinx. Примерами таких уравнений могут служить однородные уравнения.
Определение Уравнение вида asinx+bcosx=0 называют однородным тригонометрическим уравнением первой степени;  уравнение вида asin2x+bsinxcosx+ccos2x=0 называют однородным тригонометрическим уравнением второй степени.[18]
Уравнения вида a sinmx+b cosmx=0 также называются однородными тригонометрическими уравнениями первой степени. Для их решения обе части уравнения делят почленно на cosmx.
Пример





Рассмотрим решение однородных тригонометрических уравнений второй степени.
Алгоритм решения уравнения
asin2x+bsinxcosx+ccos2x=0
1. Посмотреть, есть ли в уравнении член asin2x.
2. 
Если член asin2x в уравнении содержится (т. е.) а  0), то уравнение решается делением обеих его частей на cos2x и последующим введением новой переменной я=епч.
3. Если член asin2x в уравнении не содержится (т. е. а=0), то уравнение решается методом разложения на множители: за скобки выносят cos x. [18]
Так же обстоит дело и в однородных уравнениях вида
asin2 mx+bsinmxcosmx+ccos2 mx=0

Пример  .
Решение







Это уравнение однородное второй степени. Разделим обе чести уравнения на , получим: . Пусть , тогда ,,. .

Ответ: .
[bookmark: _Toc16258377]5. Универсальная тригонометрическая подстановка



При такой замене через  нетрудно выразить  и :[25]





Таким образом, мы получаем следующую замену:







Замена (1’), в частности, может быть применена, если рассматривается тригонометрическое уравнение, левая часть которого является рациональной функцией от  и , т. е. представляется в виде , где P и Q - некоторые многочлены от  и .



Замечание. Замена  сокращает область допустимых значений, , значит, либо уравнение должно иметь такую о. д. з., либо полученные значения надо проверить подстановкой  в уравнение .

Пример     Решите уравнение .

Решение
1-й способ
Область допустимых значений:


, так как при m = 2n + 1 получим 

Выразим , получим:







Ответ: .

2-й способ
Область допустимых значений:

.
Преобразуем уравнение:

,



. Полученное уравнение равносильно системе:

.


Ответ: .
[bookmark: _Toc16258381]6. Введение вспомогательного аргумента


Уравнения вида . Для его решение, разделим левую часть уравнения на квадратный корень из суммы его коэффициентов, т. е. на , чтобы уравнение не изменилось, на это же выражение умножим левую часть уравнения, т. е. выполним следующие преобразования:

, где

. [19]


Пример  Решить уравнение .
Решение

Разделим и умножим левую часть уравнения на , получим уравнение:

,

,

Ответ: .

Пример. Решить уравнение .
Решение
Преобразуем уравнение: разделим и умножим левую часть уравнения на корень квадратный из суммы квадратов коэффициентов при sinx и cosx, т. е. на

.

Уравнение примет вид: 





Ответ: .

Рассмотрим примеры использования двух подходов в решении тригонометрических неравенств.
1. Использование графика тригонометрической функции.

Пример 1 Решить простейшее тригонометрическое неравенство  [21]
Решение


Неравенства вида tg x<a, tg x>a (,) удобно решать с помощью графика придерживаясь алгоритма:
1. Строим тангенсоиду и  y=tg x и прямую у=а;
2. Выделяем для главной ветви тангенсоиды промежуток оси х, на котором выполняется заданное неравенство;
3. учитывая периодичность функции y=tg x, записываем ответ в общем виде.
[image: ScannedImage-3]


Как видно из рисунка, график функции y=tg x  и прямая у=1 пересекаются в точке .

Выделим промежуток оси ОХ (на рисунке он заштрихован), на котором главная ветвь тангенсоиды расположена ниже прямой у=1, -  это интервал  .
Учитывая периодичность функции y=tg x, находим


Как и при решении тригонометрических уравнений при решении тригонометрических неравенств может быть использован метод введения новой переменной.


Пример 2. Найти все решения неравенства принадлежащие промежутку .
Решение.
[image: ScannedImage-6]




Пусть 2х=t, тогда имеем . Строим график функции y=tg t и прямую у=1, тогда  Учитывая, что 2х=t, получим 

Ответ: 
2. Использование единичной окружности.
Большинство неравенств в учебниках по алгебре и началам анализа решается с использованием единичной окружности. Рассмотрим некоторые примеры.[21]
Пример 1. Решить неравенство


[image: ScannedImage-4]Решение.


Пусть , тогда получим .

Следовательно, 

Учитывая, что , получим



Откуда 
Пример 2 Решить неравенство


Решение.


Пусть , тогда получим .

[image: ScannedImage-4]


Ответ: 

Вывод: При решении тригонометрических уравнений и неравенств используются различные приемы и методы решения. Прорешать все тригонометрические уравнения и неравенства, встречающиеся в сборниках для подготовки к ЕГЭ невозможно. Можно выделить и отработать общие приемы и методы решения.
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